AKSHAY VENKATESH JA L-FUNKTIOIDEN ALIKONVEKSISUUS

JESSE JAASAARI

Akshay Venkateshille myonnettiin viime vuoden elokuussa Fieldsin mitali “analyyttisen lukuteorian, ho-
mogeenisen dynamiikan, topologian, ja esitysteorian synteesistd, joka on johtanut esimerkiksi monien
aritmeettisten objektien tasajaukautumista koskevien avointen ongelmien ratkaisuihin”. Téssd tekstissd
kasitelladn syvillisesti ainoastaan yhtd Venkateshin monista ldpimurtotuloksista, ryhmén GL(2) auto-
morfisten L-funktioiden alikonveksisuusongelman tdydellista ratkaisua.

Ensimmaéinen esimerkki automorfisesta L-funktiosta on Riemannin (-funktio, joka méiritellddn puoli-
tasossa R(s) > 1 suppenevana sarjana
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ja jatketaan sitten meromorfiseksi funktioksi koko kompleksitasoon. Tunnetun Riemannin hypoteesin
erds seuraus on Lindeldfin hypoteesi, joka liittyy ¢-funktion kasvuun kriittisella suoralla {s = 1/2+1it, t €
R}; sen mukaan ((1/2 +it) <. (1 + [t])¢ kaikilla ¢ > 0 (merkintd f < g tarkoittaa samaa kuin
f = 0O(g) ja <s merkitsee implisiittisen vakio riippuvan parametrista 6). Riemannin (-funktion funk-
tionaaliyhtdlostd ja Phragmén-Lindelofin periaatteesta seuraa helposti niin sanottu konveksisuusarvio:
C(1/2+it) <. (14t])}/4* kaikilla ¢ > 0. Riemannin ¢-funktion alikoveksisuusongelma (t-aspektissa) on
parantaa eksponenttia 1/4. Lindel6fin hypoteesi siis ennustaa, etti eksponentin 1/4 voi korvata nollalla.
Ensimmaisind alikonveksisuusongelman tissi tilanteessa ratkaisivat Hardy ja Littlewood, jotka saivat
eksponentiksi 1/6. Nykyisin paras tunnettu eksponentti 13/84 on Bourgainin késialaa vuodelta 2014, eli
olemme vield kaukana Lindel6fin hypoteesista.

Samanlainen konjektuuri patee myos yleisemmille L-funktioille. Téllaisille L-funktiocille alikonvek-
sisuutta voidaan mitata my6ds muiden parametrien kuin pelkistddn ¢:n suhteen; esimerkiksi primiti-
iviseen Dirichlet’n karakteriin y (mod q) liitetylle L-funktiolle konveksisuusraja g-aspektissa on L(1/2+
it, X) <t.e ¢*/4*¢ kaikilla € > 0 ja jélleen ennustetaan eksponentin 1/4 voitavan korvata nollalla. Tietysti
sama konjektuurin oletetaan pitavin paikkansa myos t-aspektissa.

Alikonveksisuusongelma on erityisen mielenkiintoinen, koska esimerkiksi monet lukuteorian tasajakau-
tumisongelmista palautuvat oleellisesti jonkun L-funktion alikonveksisuuteen. On himmastyttivid miten
lahes aina (ei kuitenkaan jokaisessa tapauksessa) pelkki konveksisuuden rikkominen johtaa hyvin epatriv-
iaaleihin tuloksiin, mutta pelkké konveksisuusarvio itsessdén ei.

Riemannin {-funktio ja Dirichlet’n L-funktiot ovat esikoistapauksia automorfisista L-funktioista. Olkoon
n > 1 kokonaisluku, F' lukukunta, ja Ar sen adeléiden rengas. Jokaiseen ryhmén GL(n,Ar) automor-
fimuotoon 7 (joista Dirichlet’n karakteri on esimerkki tapauksessa n = 1) voidaan liittda L-funktio L(s, )
(tdmén konstruktion yksityiskohtainen selittidminen vaatisi jonkin verran esitysteoriaa ja se sivuutetaan
téssd). Tallaisen L-funktion kiytosta kriittiselld suoralla kuvaa niin kutsuttu analyyttinen johtaja C(w,t)
(engl. analytic conductor), jonka tarkka madritelma 1oytyy viitteestd [3]. Analogisesti ylldolevan kanssa
voidaan helposti osoittaa, etté arvio L(1/2 + it, ) <. p C(m,t)'/47¢ pitee kaikilla ¢ > 0, ja alikonvek-
sisuusongelma koskee eksponentin 1/4 parantamista. Lindel6fin hypoteesin yleistyksen arvellaan jélleen
pétevin: pitéisi olla L(1/2 + it,7) <. p C(m,t)¢ kaikilla € > 0.

Tapauksessa n = 1 alikonveksisuusongelma ratkaistiin tdysin 1970 — 80-lukujen aikana ja tapauksessa
n = 2 se ratkaistiin monissa eri tilanteissa 1990-luvun alkupuoliskolla. Mutta 2000-luvun ensimmaéisen
vuosikymmenen puolivilissd Venkatesh kehitti yhdessa Philippe Michelin kanssa [4] uuden ergodia- ja es-
itysteoriaan perustuvan ldhestymistavan, joka mahdollisti alikonveksisuusongelman téydellisen ratkaisun
(kaikissa aspekteissa ja kaikkien lukukuntien yli) myds tapauksessa n = 2. He todistivat, ettd milld
tahansa ryhmén GL(2, Ar) kirkimuodolla 7 (F on mielivaltainen lukukunta) on olemassa absoluuttinen
vakio § > 0 siten, ettd L(1/2+ it,7) <. 5.7 C(m,t)/470%¢ kaikilla ¢ > 0.

Mainitaan viel lopuksi, ettd Venkateshin muita l&pimurtoja ovat esimerkiksi hénen edistysaskeleensa
kohti Hilbertin 11. ongelman ratkaisua (yhdessd Jordan Ellenbergin kanssa) [1] ja hinen tyonsd funk-
tiokuntien Cohen-Lenstra heuristiikkaan liittyen (yhdessi Ellenbergin ja Craig Westerlandin kanssa) [2].
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