PETER SCHOLZEN PERFEKTOIDIT AVARUUDET

JESSE JAASAARI

Peter Scholzelle myonnettiin viime elokuussa Fieldsin mitali “aritmeettisen algebrallisen geometrian
mullistamisesta p-adisten kuntien yli perfektoidien avaruuksien (engl. perfectoid spaces) teorian avulla,
niiden sovelluksista Galois’n esitysten teoriaan, ja uusien kohomologiateorioiden kehittdmisestd”. Téssé
tekstissd keskitytddn Scholzen alunperin viditoskirjassaan (johon artikkeli [3] perustuu) méérittelemiin
perfektoideihin avaruuksiin (tdmén ja muiden tekstissi esiintyvien késitteiden tdsmélliset maaritelméat
16ytyvét ylla mainitusta artikkelista), eikd esimerkiksi hénen kehittdmiinsd kohomologiateorioihin (kts.
esim. [1]).

Olkoon p alkuluku. Algebrallisessa lukuteoriassa on kaksi luonnollisesti vastaan tulevaa kuntaa: p-
adisten lukujen kunta Q, ja formaalien Laurent’n sarjojen kunta F,((¢)). Ensisilmaykselld ndmé kunnat
ndyttavat samanlaisilta; erddllé tavalla voi ajatella alkuluvun p vastaavan muuttujan ¢ roolia. Lihempi
tarkastelu kuitenkin osoittaa, ettd néilld kunnilla on paljon eroja: esimerkiksi kunnan Q,, karakteristika
on nolla kun taas kunnan F,,((¢)) karakteristika on p. Erityisesti kunnat eivéit ole isomorfisia. Fontaine ja
Wintenberger [2] kuitenkin osoittivat 1970-luvulla, ettd jossakin mielessd ensimmdiinen intuitio kuntien
samanlaisuudesta ei ole taysin vidrd. Nimittdin lisidmalla p:n potenssijuuria kuntien vilille saadaan ham-
mistyttivi yhteys. Jos merkitdin Q,(p'/?™ ) := U, Q,(pY/P") ja Fp (1)) (£1/P7) 1= LS, F, (1)) (£/P"),
niin silloin

® Gal (@, (/7 /@y (/™)) = Gal ([, (6)) (/7 [, (1)) (7).

Tésté isomorfismista seuraa bijektio Q,(p'/?™ )m ja F,((¢))(t'/?” )m &érellisten kuntalaajennosten
vélille. Kyseinen tulos on Scholzen perfektoidien avaruuksien teoriaa motivoiva ldhtokohta. Kunnan
Q,(p'/P7) téydellistymi on esimerkki niinsanotusta (karakteristikan nolla) perfektoidista kunnasta (engl.
perfectoid field). Perfektoidin kunnan K yli Scholze méarittelee kaksi uutta késitettd: perfektoidin
K-algebran ja edelleen affinoidin K-perfektoidin avaruuden (perfektoidin K-algebran yli). Naméi ovat
oleellisesti analogioita klassisen algebrallisen geometrian kisitteiden “algebra kunnan yli” ja “affinoidi
avaruus algebran yli” kanssa. Lopulta K-perfektoidi avaruus saadaan liimaamalla yhteen affinoideja
K-perfektoideja avaruuksia (joten perfektoidi avaruus on erdilld tavalla skeeman vastine téssé kontek-
stissa). Liséksi karakteristikan nolla perfektoidista kunnasta K voidaan suhteellisen helposti konstruoida
karakteristikan p perfektoidi kunta K°, kts. |3, Luku 3] .

Kutsumme téti kuvausta K +— K” kallistuskuvaukseksi (engl. tilting). Scholzen méérittelemét uudet
kiisitteet kiyvit jirkeen myos kunnan K° yli, ja niin ollen jokaiseen K-perfektoidiin avaruuteen X
voidaan liittad K°-perfektoidi avaruus X°. Nyt himméstyttivi fakta on, ettd funktori X — X indusoi
isomorfismin K-perfektoidien avaruuksien kategorian ja K°-perfektoidien avaruuksien kategorian vilille.
Lisiksi funktori indusoi bijektion X ja X”:n #irellisten étale-peitteiden vilille. Niisté tuloksista jalkim-
méiinen on isomorfismin (1) pitkélle meneva yleistys. Niin on siis syntynyt yhteys karakteristikan nolla
omaavien kuntien pailla eldvien geometristen avaruuksien ja karakteristikan p omaavien kuntien paalld
eldvien geometristen avaruuksien vilille.

Scholzen ensimméinen sovellus télle teorialle oli Delignen paino-monodromiakonjektuurin (engl. weight-
monodromy conjecture) todistaminen monissa erikoistapauksissa p-adisten kuntien yli. Vastaava tulos
oli tunnettu kunnan F,((¢)) yli (Delignen itsensd todistamana) ja Scholze onnistui siirtdméén Delignen
tuloksen p-adisten lukujen maailmaan kiyttien ylldesitettyjd yhteyksia.

Perfektoidien avaruuksien teorialle on 16ytynyt paljon muitakin sovelluksia, esimerkiksi p-adiseen Hod-
gen teoriaan [4] ja Galois’n esitysten teoriaan [5].
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